Relations Binaires

Relations d’ordre
MPSI 2

1 Définition

Soit F un ensemble non vide.
Soit R une relation binaire sur E.

Définition 1.0.1

R est une relation d’ordre sur E si:

o R est réflexive.

e R est antisymétrique: ¥(z,y) € E*, (zRy et yRz) = (v =1y)
e R est transitive.

Notations: xRy, x <y
Se note aussi r < y

Définition 1.0.2
Soit < une relation d’ordre sur E.

o On dit que l'ordre est total si deux éléments de E sont toujours en relation:
V(z,y) € B, (z<y) ou(y<2).
e Sinon, on dit que 'ordre est partiel.

Définition 1.0.3

Soit (E, <) un ensemble ordonné.

e m € F est le plus petit élément de E si: Vr € B, m < x

e M € FE estle plus grand élément de E si: Ve € E, v < M

Définition 1.0.4

Soit (E, <) un ensemble ordonné.

o m € F est un élément minimal de E si:
Vee B, (tm)= (r=m)

e M € FE est un élément maximal de E si:
Vee E, (M <xz)=(x=M)
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Définition 1.0.5

Soit (E, <) un ensemble ordonné.

Soit A un sous-ensemble de E

e o € F est un minorant de A dans E si:
VeeFE, (r€A)=(ax1)

e 5 € F est un majorant de A dans E si:
VeeE, (xr€A)= (z=xp)

2 Ordre naturel sur N

Définition 2.0.6
V(iz,y)eN, 2 <y <= IneNy=z+n

C’est un ordre total de plus petit élément 0.

Propriété 2.0.1
Propriété caractéristique de N:
Tout sous-ensemble de N admet un plus petit élément.

Corollaire 2.0.1
Tout sous-ensemble non vide et majoré de N admet un plus grand élément.

Soit. A un sous-ensemble non vide et majoré de N.
On considere B I’ensemble des majorants de A.
B={xeN, Vac Az >a}
A est majoré donc B est un sous-ensemble non vide de N.
D’apres la propriété caractéristique de N B admet un plus petit élément que ’on
note o
a€eN
On a: Va€e A, a <«
Montrer que o € N
HA: a ¢ A
Alors Vr € A, a < «
Ou encore, puisque « est entier: Va € A, a < a—1
On a donc a — 1 entier naturel et @ — 1 majorant de A.
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Donc a € B et a — 1 < «, ce qui contredit a plus petit élément de B.

Donc a € A
Conclusion: « est le plus grand élément de A. m

Corollaire 2.0.2
Principe de récurrence

Soit P une proposition portant sue les entiers naturels.
Soit P(n) le prédicat associé a n.

dn, €N, [P(n,) et (Yn €N, P(n)= P(n+1))]=[VneN, n>n, = P(n)]

Hi: Soit ng un entier naturel tel que (H}) P(ng) et (HY) Vn € N, P(n) = P(n+1)
Montrer que Vn € N, n > ng = P(n) o
On considere I'ensemble E| ensemble des n € N, (n > ng et = P(n))
Montrer que £ = @
HA: Supposons E non vide.
D’apres la propriété caractéristique, £ admet un plus petit élément, poté py.
po vérifie: pg € N
Do = No
P(po) est Faux
Par ailleurs, P(ng) est Vrai, donc pg > ng, ou encore pg — 1 = ng
Or, po > po — 1, donc pg — 1 n’est pas dans E, donc P(py — 1) est Vrai.
D’apres HY, avec n = py — 1, P(po) est Vrai, ce qui est en contradiction avec HA.
Donc HA est fausse, £ = &
Conclusion: Vn € N, n > ny = P(n) O

3 Ordre naturel sur R

3.1 Ordre

Ordre sur R: z <y <= y—x € RT. Il est total.

Propriété 3.1.1
(R, +, %, <) est un corps totalement ordonné.

o (R,+) est un groupe commutatif car:
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+ est associative: V(z,y,2) ER3, x4+ (y+2)=(r+y) + 2
+ admet in élément neutre: Vx € R, v+ 0=z
+ octroie un élément symétrique: —x (car Vx € R, x4+ (—x) =0)
+ est commutative: V(z,y) ER, x+y=y+x

o (R*, X) est un groupe commutatif car:
X est associative: ¥(z,y,2) ER3 X (yx 2)=(xz xy) X z
X admet in élément neutre: Vr e R, x x 1 =2
X octroie un élément symétrique: * (carVr € R, z x 2 =1)
X est commutative: ¥(z,y) € R, zy = yx

e La relation d’ordre est compatible avec les opérateurs:
V(iz,y,2,y) €ER, (z<yetad <y)= (x+2 <y+7v)
V(z,y,2) ERXxRxRT, (x <y)=(z2< 2y)

Définition 3.1.1
Soit (E,<) un ensemble ordonné.
e Soit A une partie de E non vide et majorée, B l’ensemble des majorants de A.
B={z€E, Va€EFE, (ac A=>a<2)}
On appelle borne supérieure de A le plus petit élément de B (lorsqu’il existe).
e Soit A une partie de E non vide et minorée, B [’ensemble des minorants de A.
B={ze€E, Va€cE, (acA=a=2)}
On appelle borne inférieure de A le plus grand élément de B (lorsqu’il eziste).

Notation: Sup(A), Inf(A)

Propriété 3.1.2
Propriété caractéristique de R:
e Propriété de la borne supérieure:
Tout ensemble non vide et majoré de R admet une borne supérieure.
e Propriété de la borne inférieure:
Tout ensemble non vide et minoré de R admet une borne inférieure.

Remarque: Soit A une partie de R non vide et majorée (minorée), et a sa borne
supérieure (inférieure).
« est caractérisé par: e o est un majorant (minorant) de A

e si § est strictement inférieur (supérieur) a a, il n’est pas majorant

(minorant) de A
e Critere 1: « est la borne supérieure de A si et seulement si:

VieR, r€e A=z <«
VBeR, (B<a)=(IreR, zcldetf<ar<a)

4
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e Critere 2: « est la borne supérieure de A si et seulement si:
VieR, z€e A=z <
Vee R™ Jz€eR, (r€detz—c<z<a)

Corollaire 3.1.1
R est Archimédien: Yx € R, > 0= (In € N*, n > 1)

Corollaire 3.1.2
V(a,b) e R™, IneN, na>b

Corollaire 1:

Soit & un réel positif.

On considere A ={n €N, n >z}

Montrer que A # &

HA: A=0

Alors Vn e N, n <z

Donc N est une partie non vide et majorée de R.
Donc A admet une borne supérieure, que 1’on note «
En utilisant le critre 2 avec € = %:

dz’ € N, oz—%<x<oz

Or 2/ + 1 est un entier naturel vérifiant o + % <z +1
Ce qui contredit le fait que « soit le majorant de N.
Conclusion: A # @

Conclusion générale: R est Archimédien.

Corollaire 2: prendre x = g O

Corollaire 3.1.3
Partie Entire: Vo € R, dn € Z, unique, n <z <n—+1

Existance:

Soit x un rel positif.

Soit A={neN, n>z}

A est non vide car R est archimdien

Donc A admet un plus petit Iment, not ng.
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Ona: 0 <z <mngdonc1l<ng. Doncng—1€Netny—1¢ A
Donc ng — 1 < x < ng.
En posant n=n¢9—1l,ona: n<r<n+1

Soit x un rel strictement ngatif.

—x € R*, donc on applique la partie predente.
IpeNpL—z<p+1

Soit py cet entier.

Donc —pg — 1 <z < po

® T = —Po
On peut alors crire —py < © < —py + 1
On note n = —py

* T # —po

On peut alors crire —py — 1 < < —pp
On note n = —py — 1

Unicit:
Supposons qu’il existe deux entiers n; et ny tels que:
m<r<n +1
Ng LT <ng—+1
ny < ng
n<ngdoncz<n +1<ny <z
Donc n est unique. O

3.2 Proprits de R

Propriété 3.2.1
Q est dense dans R
Q \ R est dense dans R

Soit z et y deux rels tels que z < y
y—rz€RT=3IneN nly—z)>1
Soit n un tel entier naturel.

Donc y < x + %

Soit k la partie entire de nax:
k<xz<k+1

ECe< <o+ t<y

Posons ¢ = %

q est rationnel, donc QQ est dense dans R
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Soit x et y deux rels tels que x < y

e est un irrationnel strictement positif donc ¥ < ¥
Z et £ sont deux rels, donc:

JgeQ, T<qg<t?

Soit ¢ un tel Iment.

Donc x < ge <y

Donc Q \ R est dense dans R O

Définition 3.2.1
Soit I un sous-ensemble de R
1 est un intervalle si I est une partie convexe de R:

Y(a,b) € I?, (a<b)= (Vz€R, a<z<b=>z€cl)

Propriété 3.2.2
Les seuls intervalles rels sont les sous-ensembles du type:

R; &
]%b[; [a>b[§ ]a?b]; [avb]
la, +o0[; [a,+o0[; ]—00,b[; |—00,b

Soit I une partie convexe de R
(O Montrer que si I est de I'un des types ci-dessus, I est un intervalle.
— a0 ={z R, a<z<b}
— ] —o0,b[={x €R, x <b}
— Etc...
(@ Montrer que si I est une partie convexe de R, alors I est de I'un des ces types.
e [ n’est ni minore, ni majore. Montrer que I =R
x Par hypothse sur I, I C R
x Montrer que R C I Soit x un rel. x n’est ni majorant, ni minorant:
JaeR, aeleta<zx
dJbeR beletb>x
Soit a et b deux tels rels: (a,b) € 1%, a <z <b
Or I est un intervalle, donc x € [
Ce raisonnement tant valable pour tout z, R C [

e [ est majore et non minore. Montrer que I = |—00,b[ ou I = |—o00,] I est
non vide et majore, donc admet une borne suprieure, note b.
« Montrer que I C] — 00, b
C’est a dire montrer que Ve e R, x € [ =z < b
Ce qui est vrai car b majore I.
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« Montrer que | — oo, b[C
C’est a dire montrer que Ve e R, x <b=z €[
Soit x un rel de I.
- x n’est pas un minorant de I:
JaeR, aeleta<x
- b est une borne suprieure de I:
(x<b)= (' eR, ' eleta<a <b)
Soit ' un tel Iment.
Donc: a<x <2’ <b
Donc x € I, donc | — 00, b[C
« Donc | — 00, b[C I C] — 00, D]
Donc I =]—o0,b[sib¢ I, oul =]—o00,bsibe [
e [ est minore et non majore.
e [ est borne.

Définition 3.2.2
Valeur absolue: : R — R

x sizeRT
Tr+— . _
—x stx e€R

Propriété 3.2.3
|z] =0 <= =0
|z +y| < [z] +[y|
[z y| = || |y]

Corollaire 3.2.1
[z = |yl | < |z —y|

Définition 3.2.3
Soit (a,r) € R x R
On appelle intervalle ouvert centr en a de rayon r le sous-ensemble |a — r,a + |
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Propriété 3.2.4
]a'7b[: U [CL+ %ab_ %]

neN*

[a,b] = N Ja—%,b+ 4]

neN*



